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Résumé. — On considère un point lisse O d'une surface analytique complexe S. Une constellation 
basée en O est un ensemble de points infiniment voisins de O, centres d'une suite d'éclatements de 
points au-dessus de O. Les constellations finies sont codées habituellement de deux manières : soit 
à l'aide d'un diagramme d'Enriques, soit à l'aide du graphe dual du diviseur obtenu en éclatant les 
points de la constellation. Il s'agit de deux arbres décorés, codant complètement la combinatoire de 
la constellation. Des algorithmes de passage de l'un à l'autre sont connus, mais ils ne permettent pas 
de se représenter géométriquement leur relation. Nous associons à une constellation un complexe 
simplicial géométrique de dimension deux, appelé son cerf-volant, muni d'une structure affine, et 
nous prouvons qu'il contient canoniquement le diagramme d'Enriques et le graphe dual. De plus 
les décorations de ces deux arbres s'expriment très simplement en termes de la géométrie affine du 
cerf-volant. Ceci permet de comprendre géométriquement les relations entre les deux graphes, ainsi 
que leurs relations avec l'arbre valuatif de Favre et Jonsson, qui peut être interprété en tant que 
graphe dual de la constellation de tous les points infiment voisins de O. En fait, les cerf- volants des 
constellations finies se recollent en un cerf-volant infini qui est muni d'un feuilletage de dimension 1 
dont l'espace des feuilles est l'arbre valuatif. La transition vers les calculs de fractions continues est 
assurée par des plongements partiels des cerf-volants dans un complexe simplicial canoniquement 
associé à une base d'un réseau, son lotus. Cette dernière notion est brièvement exposée en toutes 
dimensions. 



1. Introduction 

Depuis le travail fondateur |21] de Max Noether, divers problèmes de géométrie birationnelle 
des surfaces ou des courbes planes ont été étudiés à l'aide de la notion de point infiniment voisin 
d'un point lisse donné sur une surface. La première étude systématique de cette notion dans un 
traité de géométrie algébrique semble être celle faite par Enriques et Chisini |10j . 



Classification mathématique par sujets (2000). — 14E05, 32S25. 

Mots clefs. — Points infiniment voisins, diagrammes d'Enriques, graphes duaux, arbres valuatifs, fractions 
continues, structures affines, géométrie birationnelle. 
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En géométrie birationnelle apparaissent naturellement des suites d'éclatements centrés en 
des points infiniment voisins de points lisses de surfaces. Si tous ces éclatements sont effectués 
au-dessus d'un unique point O, leurs centres forment ce que Campillo, Gonzalez-Sprinberg & 
Lejeune-Jalabert [3] appelèrent une constellation de points infiniment voisins de O. Il est im- 
portant de bien comprendre la géométrie des constellations, en particulier comment les points 
se suivent les uns les autres lors des processus d'éclatements successifs les faisant apparaître. 

Dans [lOj (voir aussi [7]) fut introduit un arbre enraciné, appelé depuis diagramme d'Enriques, 
qui retient exactement le processus précédent : ses sommets correspondent bijectivement aux 
points de la constellation, la racine correspondnat à O, et l'on relie deux sommets si l'un des 
points correspondants apparaît en éclatant l'autre. De plus, les arêtes sont de deux types, soit 
courbes, soit droites, et dans une suite d'arêtes droites s'éloignant de la racine de l'arbre, on 
dit à chaque pas si l'on va tout droit ou si l'on part transversalement. Avec ces décorations, le 
diagramme d'Enriques code complètement la combinatoire de la constellation. 

Ultérieurement fut introduit un autre diagramme codant différemment la combinatoire de la 
constellation : le graphe dual du diviseur obtenu en éclatant tous les points de la constellation 
(voir [2j et [27J). Dans ce cas, ce sont les sommets qui sont décorés (par les auto-intersections 
des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel qui leur correspondent). 

Les descriptions précédentes montrent que les sommets des deux graphes sont naturellement 
en correspondance bijective. Mais de cette manière les arêtes ne se correspondent pas. D'autre 
part, comme les deux diagrammes contiennent la même information, on peut en principe passer 
de l'un à l'autre. Des algorithmes de passage ont été décrits, utilisant tous des calculs de fractions 
continues (voir [3]). Mais ils ne permettent pas de penser géométriquement le lien entre les deux 
graphes. 

Dans cet article je décris une manière de visualiser simultanément le diagramme d'Enriques 
et le graphe dual. Pour cela, j'associe à chaque constellation un complexe simplicial géométrique 
de dimension deux, dont certains points sont distribués en types. Je l'appelé le cerf-volant de 
la constellation, composé de pièces élémentaires triangulaires - les voiles élémentaires - et de 
segments - les cordes, recollées lors d'un jeu d'assemblage dicté par le procesus d'éclatement 
menant au déploiement complet de la constellation par éclatements successifs. Certaines cordes 
se retrouvent recollées à l'intérieur des voiles élémentaires, les autres flottant librement. L'union 
des voiles élémentaires forme la voilure du cerf-volant de la constellation. Celle-ci peut être 
munie canoniquement d'une structure affine recollant celles des voiles élémentaires. Tout ceci 
est expliqué dans les sections 2-5. 

Le théorème principal de cet article (Théorème 16. 2|) montre que le diagramme d'Enriques et 
le graphe dual se plongent naturellement dans le cerf-volant. Plus précisément, le diagramme 
d'Enriques est isomorphe au graphe formé par les cordes et le diagramme dual à une partie du 
bord de la voilure. De plus, les deux types de décorations s'interprètent en termes très simples à 
l'aide de la structure affine du cerf-volant. En particulier, les arêtes droites du diagramme d'En- 
riques correspondent aux cordes internes, et elles vont tout droit selon la convention d'Enriques 
et Chisini si et seulement si elles forment une géodésique pour la structure affine de la voilure ! 

Dans la Section [7] j'explique le lien de la notion de cerf- volant avec l'arbre valuatif de Favre et 
Jonsson [llj . Plus précisément, les voilures de toutes les constellations finies se recollent en un 
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complexe simplicial infini, la voilure du firmament de O, c'est-à-dire de la constellation de tous 
les points infiniment voisins de O. Cette voilure peut être munie naturellement d'un feuilletage 
de dimension 1, dont l'espace des feuilles est l'arbre valuatif. 

Jusqu'à présent, le passage d'un graphe à l'autre était décrit à l'aide de fractions continues. 
Ces calculs peuvent eux aussi être interprétés à l'aide du cerf- volant. Pour cela, j'introduis dans 
la Section [H] la notion de lotus associé à une base d'un réseau bidimensionnel. Il s'agit d'un 
complexe simplicial bidimensionnel infini dont la structure permet de 'voir' les développements 
en fractions continues et dans lesquels se plongent les voilures des cerf-volants. Dans la Section 
[9] j'explique brièvement une extension de la notion de lotus en dimension quelconque, ainsi que 
la généralisation de la notion de fraction continue suggérée par cette extension. 

Remerciements. Je remercie Charles Favre pour ses explications concernant l'arbre valuatif, 
Evelia Garcia Barroso pour les longues discussions que nous avons eues au sujet du vocabulaire 
marin et céleste de cet article, Bernard Teissier pour m'avoir suggéré le nom de 'lotus', ainsi que 
Monique Lejeune-Jalabert pour ses remarques sur une version préliminaire de cet article. 

2. Constellations de points infiniment voisins 

Dans cette section j 'explique les notions de base de points infiniment voisins, de points proches, 
astres, de firmament et de constellations. 

Dans tout ce qui suit nous travaillerons avec des surfaces analytiques complexes lisses. Mais 
nos considérations se transposent sans aucun changement au cas des surfaces algébriques lisses 
sur un corps algébriquement clos, pourvu que tous les points soient interprétés comme des points 
fermés. 

Soit {S, O) un germe de surface lisse. Notons par Os,o son algèbre locale et par Fs^o le corps 
des fractions de Os,o- Soit : 

{So,Eo)^-^{S,0) 

le morphisme d'éclatement du point O. Les points de la courbe exceptionnelle Eq ■= 7rQ^{0) 
sont appelés les points infiniment voisins de O à hauteur 1, ou bien les points directement proches 
de O. 

Définition 2.1. — Si (S,E) ^ {S,0) est un morphisme composé d'éclatements de points, 
alors un point du diviseur exceptionnel réduit E := 7r^^(0) est appelé un point infiniment 
voisin de O. 

En associant à chaque point infiniment voisin de O la valuation divisorielle de Fs^o qui 
calcule la multiplicité au point respectif, on définit naturellement une relation d'équivalence 
sur l'ensemble des points infiniment voisins de O sur les divers éclatés de {S,0). Par la 

suite, lorsque l'on parlera de points infiniment voisins, il s'agira d'une classe d'équivalence de 
points identifiés de la manière précédente. On dira qu'une surface {^,E) obtenue par une suite 
d'éclatements au-dessus de O et telle que E contient un représentant de la classe d'équivalence 
est un modèle contenant le point infiniment voisin. 
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On dit qu'un point infiniment voisin de O est à hauteur d > s'il est directement proche 
d'un point à hauteur d — 1. Il est dit proche de O si dans un modèle S il se trouve sur la 
transformée stricte sur S de Eq (on utilise ici le fait qu'un morphisme vr non-trivial se factorise 
nécessairement par l'éclatement ttq de O). Ceci est alors vrai pour tout modèle le contenant. 

Remarque 2.2. — La notion de point infiniment voisin a été introduite (sous l'appellation 
unendliche nahe einander ...) par Max Noether dans |21j . afin d'étudier les singularités des 
courbes algébriques planes à l'aide de suites d'éclatements successifs. Les notions de points 
infiniments voisins et de points proches ont été utilisées par Enriques et Chisini [10] pour formuler 
des conditions de passage par des points bases pour les systèmes linéaires de courbes planes. 
Ultérieurement, Zariski [28j les a reformulées dans le langage des idéaux et les a utilisées pour 
étudier les idéaux primaires pour l'idéal maximal de Os,o- Pour une introduction à ces aspects 
on pourra consulter l'article de survol [19j de Lejeune-Jalabert. 

Définition 2.3. — Notons par Cq l'ensemble des points infiniment voisins de O, en incluant 
O lui-même. Nous appelerons ses éléments des astres, Cq étant le firmament de O. 

La hauteur peut être vue comme une fonction : 

H -.Co^n. 

La relation de proximité s'étend naturellement à Cq tout entier. Chaque astre A Cq \ O 
est proche d'un ou de deux autres astres. Afin d'étudier les deux possibilités, considérons un 
modèle {^,E) ^ {S,0) contenant A. 

• Si A se trouve sur une seule composante irréductible Ei de E, on l'appelle un astre libre. 
Il est proche uniquement de l'astre Ai dont l'éclatement crée Ei. Nous notons poiA) := Ai, et 
nous appelons ce point le prédécesseur direct de A. 

• Si A se trouve sur deux composantes Ei et Ej de E, on l'appelle un astre satellite. Dans 
ce cas, A est proche de deux autres astres Ai ^ Aj dont les éclatements créent Ei et Ej 
respectivement. L'un d'entre eux - supposons qu'il s'agit de Ai - est nécessairement proche de 
l'autre - Aj. Nous notons pd{A) := Ai, pi{A) := Aj et nous appelons Ai le prédécesseur direct 
de A et Aj le prédécesseur indirect de A. 

Étendons les définitions précédentes en posant pniP) := O. Nous obtenons ainsi une appli- 
cation surjective : 

PD ■ Co — > Cq. 

Elle vérifie H op^ = H — 1 sur Co \ O et H{0) = 0. Les fibres de po au-dessus d'un astre sont 
les points directement proches de celui-ci, à l'exception de O, pour qui la fibre p^{0) contient 
aussi l'astre O lui-même. 

Nous pouvons reformuler de la manière suivante la définition d'une constellation donnée par 
Campillo, Gonzâlez-Sprinberg et Lejeune-Jalabert dans [4] et [5] : 

Définition 2.4- — Une constellation centrée en O est un sous-ensemble C <Z Cq qui est stable 
sous l'application pu. 

Par la suite nous nous restreindrons uniquement à des constellations finies centrées en O. 
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Remarque 2.5. — On peut penser au couple {S, O) comme à une représentation visuelle d'un 
point brillant sur le ciel. Jadis on interprétait un tel point comme étant une étoile, mais avec 
l'avènement des lunettes astronomiques puis des téléscopes de plus en plus puissants, on a 
appris à y voir des amas d'autres points brillants, pouvant être eux-mêmes des galaxies ou 
des étoiles. C'est pour cette raison que j'utilise le terme astre, ne voulant pas préjuger de sa 
nature en l'appelant étoile. De plus, une constellation est une configuration particulière d'astres, 
ce qui montre que le vocabulaire que j'utilise s'adapte bien à celui introduit par Campillo, 
Gonzâlez-Sprinberg et Lejeune-Jalabert. En fait, ces derniers étudièrent des constellations en 
dimension quelconque (on pourra consulter pour l'état de l'art à ce sujet le survol [6j). Je voudrais 
remarquer aussi qu'un vocabulaire à conotations célestes a aussi été utilisé par Hironaka |15j . 
Mais sa notion étoile est différente de celle astre et ce qu'il appelle voûte étoilée est différent 
du firmament. 
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Figure 1. Une constellation et sa suite d'éclatements 

A la constellation finie C nous pouvons associer le morphisme biméromorphe 
(2.6) TTc:{Sc,Ec)^iS,0) 
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obtenu en éclatant successivement les astres de C selon leur hauteur : on démarre à i = et à 
chaque étape z > on éclate tous les astres de C de hauteur i. Intuitivement, cela correspond 
à faire des zooms successifs au voisinage de chaque point brillant apparaissant par le zoom 
antérieur, pour voir si ce point correspond plutôt à une astre ou à un amas d'astres. 

Exemple 2.7. — Dans la Figure[T]est représenté un exemple schématique de suite d'éclatements 
associée à une constellation C de 15 astres infiniment voisins de O, y compris O. Les flèches 
indiquent des morphismes d'éclatements successifs, tTj étant l'éclatement simultané des astres 
de hauteur i. Les astres éclatés sont indiqués par des astérisques. Les composantes du diviseur 
exceptionnel apparues à chaque étape sont indiquées en traits gras. On numérote les astres 
différents de O par Ai, An. La composante créée par l'éclatement de Ai est notée Ei, la 
même notation servant pour toutes ses transformées strictes. L'application : C ^ C est 
donnée par : 

O Al A2 ^3 Ai A^ Ad Aj As Ag Aiq Au A12 A13 

00 O Al Al Al A2 A2 Ai A3 A3 Ae Ay A-j 

Les astres libres sont Ai, A2, A^, A^, A7, ^12, ^13, An et les satellites sont A3, Aq, As, Ag, Aiq, Au. 
Pour ces derniers, l'application pj est donnée par : 

^3 Ae As Ag Aïo An 
O O Al Al O A2 

3. Le diagramme d'Emiques et le graphe dual d'une constellation 

Dans cette section je rappelé les deux principaux codages de la combinatoire d'une constella- 
tion : son diagramme dEnriques et son graphe dual. 

Voici d'abord la définition du diagramme d'Enriques : 

Définition 3.1. — Soit C une constellation finie. Son diagramme d'Enriques £{C) est le 
graphe décoré enraciné défini de la manière suivante : 

• ses sommets sont en bijection avec les astres de C ; sa racine correspond à O. 

• deux sommets sont reliés par une arête lorsqu'ils représentent des astres dont l'un est 
directement voisin de l'autre. 

• une arête est courbe si l'astre supérieur est libre ; sinon elle est droite ; deux arêtes droites 
successives vont tout droit lorsque leurs deux astres supérieurs ont même prédécesseur indirect ; 
sinon, elles forment une ligne brisée ; une arête droite sortant d'une arête courbe a la même 
tangente que celle-ci au sommet commun ; tous les autres couples d'arêtes successives forment 
une ligne brisée. 

Les règles précédentes ont été décrites dans [lOj afin de permettre de dessiner le dia- 
gramme dans le plan. Mais il faut bien voir qu'elles décrivent en fait uniquement une structure 
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supplémentaire sur un graphe abstrait, sans privilégier un plongement plan par rapport à un 
autre. 

La distance géodésique d'un sommet de £{C) à O est égale à la hauteur de l'astre correspon- 
dant. Orientons chaque arête de son sommet le plus bas (dit sommet initial) vers son sommet 
le plus haut (dit sommet terminal). Il est immédiat de voir que l'on a les règles suivantes pour 
lire sur le diagramme d'Enriques £{C) les fonctions po et pi : 

Proposition 3.2. — Un sommet A de £{C) correspond à un astre satellite si et seulement si 
l'arête qui y aboutit est droite. Dans ce cas, pd{A) = B, où B est le sommet initial de l'arête 
aboutissant à A etpj{A) = C, où : 

1. C est le sommet initial de l'arête aboutissant à B si cette arête et BA forment une ligne 
brisée ; 

2. sinon, C est le sommet le plus bas sur la géodésique joignant B à O, tel que la géodésique 
CB ne soit pas brisée. 

Exemple 3.3. — Dans la figure [5] est représenté le diagramme d'Enriques de la constellation 
de la Figure [TJ Grâce à la Proposition \'6.2\ on vérifie les valeurs de pi données dans l'Exemple 
[23 




Figure 2. Le diagramme d'Emiqiies de la constellation de la Figure [T] 

Un deuxième type de graphe décoré est utilisé pour représenter la combinatoire d'une constel- 
lation. Sa définition utilise le morphisme ()2.6p : 

Définition 3.4- — Soit C une constellation finie. Son graphe dual T>{C) est le graphe dual du 
diviseur réduit Ec de la surface lisse Se, chaque sommet étant pondéré par l'auto- intersection 
de la composante irréductible qui lui correspond. 
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Rappelons que ces auto-intersections peuvent se calculer récursivement lors du processus 
d'éclatements, en utilisant le fait que lorsqu'on éclate un point sur une courbe compacte lisse F, 
et que l'on désigne par Fi sa transformée stricte, on a : 

F^ = F^ - 1. 

Exemple 3.5. — Dans la Figure [3] est représenté le graphe dual associé à la constellation 
de la Figure [H Les sommets sont numérotés par les composantes irréductibles de Ec qu'ils 
représentent, et ils sont pondérés par les auto- intersections respectives. 




Figure 3. Le graphe dual de la constellation de la Figure [T] 

Remarque 3.6. — Le graphe dual d'un diviseur réduit sur une surface lisse est considéré en 
passant par Du Val Mais il ne semble avoir commencé à être utilisé systématiquement qu'à 
la suite de l'article |20j de Mumford et de la présentation [16] qui en a été faite par Hirzebruch. 

Les sommets des graphes £{C) et 'D{C) sont en bijection naturelle : on associe au sommet de 
£{C) représentant l'astre A le sommet de Î'(C) représentant la courbe exceptionnelle obtenue en 
éclatant A. Cette bijection ne respecte pas les structures des deux graphes. En fait, ceux-ci ne 
sont en général même pas abstraitement isomorphes, comme on le voit en comparant les figures 
[2] et [31 Néanmoins, ils codent tous les deux la même information : il est possible de donner des 
algorithmes permettant de passer de l'un à l'autre (voir [7] ou [3]). 

L'un des buts de cet article est de faciliter la compréhension géométrique de la relation entre 
les deux graphes. 

L'idée de base est de représenter chaque astre d'une constellation par deux points distincts : un 
premier le représentant en tant que point fermé sur l'un des modèles, et un deuxième représentant 
le diviseur exceptionnel créé par l'éclatement de ce point fermé. De plus, chaque fois que le point 
fermé sera vu comme intersection de deux courbes lisses transverses, on aura un triangle affine 
canoniquement associé à ce diviseur à croisements normaux et un plongement canonique des 
deux points dans le triangle. 

Expliquons cela avec plus de détails. Soit {EUE', A) ^ S un germe de diviseur à croisements 
normaux sur une surface lisse S. C'est-à-dire que E et E' sont deux germes en A de courbes lisses 
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transverses. Notons par Ea le diviseur exceptionnel de l'éclatement de A dans S. On associe au 
diviseur à croisements normaux (E U E', A) un triangle affine dont les sommets correspondent 
bijectivement aux courbes E,E',Ea et le milieu du segment [E,E'] au point A. A l'astre A 
correspondent de cette manière deux points privilégiés dans le triangle, A et E^ (voir la Figure 
m. On peut penser que A représente la courbe Ea sous forme embryonnaire, et que le segment 
qui les relie dans le triangle représente l'embryogénèse. 




Figure 4. Le triangle associé à un diviseur à croisements normaux 

Lorsque l'on considère le processus d'éclatements associé à une constellation, on se retrouve 
avec une suite de germes de diviseurs à croisements normaux : les germes des diviseurs ex- 
ceptionnels des composés d'éclatements aux astres satellites de la constellation. On associe à 
chacun d'entre eux un triangle comme précédemment. Ces divers triangles se recollent ensuite 
naturellement. Plus de soin doit être accordé aux astres libres, pour lesquels on a seulement des 
demi-triangles. 



4. Construction des voilures et des cerf-volants 

Dans cette section j'explique les définitions de deux types de complexes simpliciaux 
géométriques bidimensionnels connexes, les voilures et les cerf-volants. Ces définitions sont 
récursives, par rajouts de pièces élémentaires triangulaires appelées les demi-voiles et les voiles 
simples et de segments appelés les cordes, le tout rattaché à un segment initial appelé l'axe du 
cerf- volant. Les structures affines des voiles simples et des demi- voiles se recollent canonique- 
ment, comme expliqué dans la Section O Le lien avec les constellations est quant à lui expliqué 
dans la Section El 

La définition suivante introduit des termes permettant de parler en termes intuitifs des pièces 
du jeu de construction de cerf- volants et de leurs règles de recollement. 

Définition — (voir la Figure [S]) Une demi- voile est un triangle affine ayant un sommet 
étoile et deux sommets pleins, l'un d'entre eux étant de base et l'autre terminal. Le côté 
latéral de la demi- voile est celui qui joint les deux sommets pleins. 
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Une voile simple est un triangle affine dont tous les sommets sont pleins, l'un d'entre eux 
étant terminal et les deux autres étant de base. De plus, ces derniers sont ordonnés : on parlera 
du premier et du deuxième sommet de base. Le côté joignant les deux sommets de base est la 
base et son milieu est le point étoilé de la voile. Les côtés joignant le sommet terminal à l'un 
des sommets de base sont appelés côtés latéraux. 

On dira que les demi- voiles et les voiles simples sont les voiles élémentaires. 
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terminal 
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étoilé 
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de base 
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demi-voile voile simple 

Figure 5. Les voiles élémentaires 



Le vocabulaire précédent est motivé par le fait qu'une demi-voile est affinement isomorphe aux 
moitiés des voiles simples obtenues en joignant le point étoilé au sommet terminal par le segment 
affine qui les relie. Dans les dessins, nous représenterons ces segments par des traits hachurés. Ce 
sont eux qui matérialiseront la correspondance bijective naturelle entre points étoiles et sommets 
pleins dans les complexes simpliciaux que nous construirons. 

Les cordes et l'axe ont aussi leurs sommets décorés en types : 

Définition 4 ■2. — Une corde est un segment affine dont l'un des sommets est initial et l'autre 
final. L'axe est un segment affine dont l'un des sommets est étoilé et l'autre est plein. 

En ayant à notre disposition un kit de construction formé d'un seul axe, mais de demi-voiles 
et de voiles simples à volonté, nous pouvons assembler des voilures plus compliquées par un 
processus de construction dont les étapes élémentaires sont : 

1. On part de l'axe, considéré comme une voilure dégénérée. 

2. Si V est une voilure déjà construite, on peut au choix : 

(a) prendre une nouvelle demi-voile et recoller son sommet de base à un sommet plein 
de V (voir la Figure [6]) ; 

(b) prendre une nouvelle voile simple et recoller sa base à un côté latéral de V par l'unique 
isomorphisme affine qui envoie le deuxième sommet de base de la nouvelle voile simple 
sur le sommet terminal de la voile élémentaire à laquelle appartient le côté latéral. On 
remplace ainsi un côté latéral de l'ancienne voilure par deux nouveaux côtés latéraux 
(voir la Figure [7]) . 
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Figure 6. Rattachement d'une demi- voile 

nouveaux 
côtés 




de rattachement 



Figure 7. Rattachement d'une voile simple 

Si l'on enlève les sommets d'une voilure V, celle-ci se décompose en composantes connexes. 
Appelons voile complète l'adhérence de chacune de ces composantes connexes dans la voilure 
V. L'une de ces voiles complètes est l'axe de la voilure. Chacune des autres voiles complètes est 
un complexe simplicial purement bidimensionnel homéomorphe à un disque, ayant une unique 
demi-voile, le reste des triangles étant des voiles simples. 

Exemple 4. 3. — Dans la Figure [T3] est représentée une voilure. Cette voilure a 8 voiles 
complètes en dehors de l'axe, 5 d'entre elles étant réduites à une demi-voile, les 3 restantes 
ayant 1, 2 et respectivement 3 voiles simples dans leur constitution. 

Chaque voile complète s 'oriente canoniquement de la manière suivante : 
• on oriente la demi-voile initiale en choisissant l'ordre suivant des sommets : sommet de base, 
sommet terminal, sommet étoilé ; 
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• on propage cette orientation par continuité à toute la voile complète. 

Ceci permet de parler de côté latéral droit et de côté latéral gauche de chaque voile simple : 
le côté droit est celui que l'on rencontre en tournant positivement lorsque l'on sort de la base. 
Lorsque l'on recolle une voile simple à une autre, on peut donc dire si le recollement se fait sur 
le côté droit ou sur le côté gauche. Considérons une suite de voiles simples (ri, ...,t„) recollées 
les unes aux autres dans cet ordre. Si les recollements sont toujours effectués du même côté, on 
dira que ces voiles tournent dans le même sens. Cette notion peut s'étendre au cas oii l'on part 
d'une demi-voile et que le recollement se fait continuellement sur le côté droit. 

À chaque voilure V on associe canoniquement un cerf-volant KV. Pour cela, lors de la construc- 
tion de V on attache une corde en même temps qu'on recolle une voile élémentaire. Ceci se fait 
de la manière suivante : 

(a) si l'on recolle une demi-voile, on attache aussi une corde en identifiant son sommet final 
au sommet étoilé de la demi-voile et son sommet initial au sommet étoilé ou au point étoilé 
qui correspond au sommet plein auquel a été attachée la demi-voile. On dira qu'il s'agit d'une 
corde libre du cerf- volant (voir la Figure [S]) . 




corde libre 



Figure 8. Rattachement d'une corde libre 

(b) si l'on recolle une voile simple, notons par r la voile élémentaire de V à laquelle on la 
rattache, par B son sommet terminal, par C le sommet de base tel que le segment BC soit celui 
le long duquel la nouvelle voile simple est attachée et par M le point étoilé de r. On recolle alors 
une corde le long du segment joignant M au milieu du segment BC, par un isomorphisme affine 
qui envoie le sommet initial de la corde sur M. On dira qu'il s'agit d'une corde satellite du 
cerf- volant (voir la Figure [ÏÏ]). 

Exemple 4 •4- — Dans la Figure [2] est représenté le cerf- volant associé à la voilure de la 
Figure [T3j Comme la figure est plane, certaines cordes libres - que l'on représentera toujours 
par des lignes courbes - sont parfois obligées pour des raisons topologiques d'être représentées 
intersectant la voilure ailleurs qu'en leurs extrémités. C'est ici le cas de la corde joignant Aq 
et Ali. Quant aux cordes AiA^ et on aurait pu les dessiner sans de telles intersections, 
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mais on a préféré montrer que ces intersections supplémentaires ne nuisent pas tellement à la 
lisibilité de la figure, une fois l'œil entraîné. 



Dans cette section j'explique comment associer canoniquement à chaque base d'un réseau 
bidimensionnel un complexe simplicial de dimension deux plongé dans le cône convexe engendré 
- son lotus. Puis j'explique comment plonger canoniquement chaque voile complète d'une voilure 
dans le lotus. Ce plongement définit un recollement canonique des structures affines des voiles 
élémentaires constituant chaque voile complète. 

Considérons un réseau bidimensionnel N (c'est-à-dire un groupe abélien libre de rang 2) et 
une base (61,62) de ce réseau. Notons par £7(61,62) le cône convexe engendré par la base dans 
l'espace vectoriel réel := 0^ M associé. Notons par r(6i,62) le triangle qui est contenu 
dans le plan réel et qui joint les points 61, 62, 61 + 62. 

Cette construction peut être ensuite répétée à partir des bases (61, 61 +62) et (62, 61-1-62) de 
A'^. Ainsi, de proche en proche, on construit un complexe simplicial infini plongé dans le cône 
c(ei) 62) : à la n-ème étape de construction, on rajoute 2" triangles à ceux déjà construits. Dans 
la Figure [10] est représentée l'union de tous les triangles de ce complexe simplicial contenus 
dans le parallélogramme engendré par IO61, IO62. A cause de cette forme, Bernard Teissier m'a 
suggéré : 

Définition 5.1. — Le complexe simplicial précédent est appelé le lotus £(61,62) associé au 
cône cr(6i, 62). 

Je dirai aussi, en filant la métaphore, que les triangles sont les pétales du lotus. 

Bien sûr, à transformations affines préservant les réseaux près, il n'y a qu'un seul lotus. 




M 



Figure 9. Rattachement d'une corde satellite 



5. Modèle afHne canonique des voiles complètes 
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T(ei,e2) 



Figure 10. Le lotus £(ei, 62) 

Remarque 5.2. — Considérons la variété torique affine de réseau des poids et d'éventail 
formé par le cône cr(ei,e2) et ses faces. Elle est isomorphe à C^, munie de sa structure torique 
canonique. Considérons la suite des éclatements des orbites de dimension 0. C'est une suite 
de morphismes toriques, obtenue en subdivisant successivement les cônes de dimension 2 de 
l'éventail de l'étape précédente. Si on dessine à chaque fois le triangle ayant comme sommets les 
deux vecteurs primitifs des arêtes d'un cône de dimension 2 et celui de l'arête le subdivisant, on 
obtient exactement les pétales du lotus. Le lotus permet donc de visualiser d'un seul coup d'oeil 
la suite infinie des morphismes d'éclatement des orbites de dimension 0. 

Considérons à présent une voile complète d'une voilure, différente de l'axe. Elle peut se plonger 
canoniquement dans le lotus jC{ei, €2) par une application qui identifie chaque voile simple à un 
pétale : 
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• on plonge la demi- voile dans o"(ei, 62) par l'unique transformation affine qui envoie le sommet 
étoile en i(ei + 62), le sommet de base en ei et le sommet terminal en 61 + 62- 

• on plonge la voile simple recollée le long du côté latéral de la demi-voile en envoyant son 
premier sommet de base sur 61, son deuxième sommet de base sur 61+62 et son sommet terminal 

sur 26l + 62- 

• chaque nouvelle voile simple se plonge en respectant les incidences. 

Grâce à ce plongement, on obtient une structure affine entière canonique sur chaque voile 
complète. Le fait que la structure soit entière signifie ici simplement que l'on sait dire quels sont 
les points entiers : ce sont exactement les sommets des voiles simples. Mais le sommet étoilé de 
la demi-voile initiale n'est que demi-entier ! 

Exemple 5.3. — Dans la Figure [TT] est représenté un exemple de voile complète et son plonge- 
ment affine canonique dans le lotus. L'unique demi-voile est mise en évidence à l'aide d'un motif 
spécial. 




Figure 1 1 . Une voile complète et son plongement affine canonique dans le lotus 

Grâce à l'existence de ce plongement canonique, cela a un sens de dire qu'une ligne polygonale 
contenue dans une voile complète va tout droit (c'est-à-dire que c'est une géodésique pour la 
structure affine du recollement) ou non. Ceci permet d'exprimer en termes affines le fait qu'une 
suite de pétales tourne dans le même sens : 

Proposition 5.4- — A l'intérieur de l'une des voiles complètes d'une voilure, on considère 
une suite de voiles élémentaires Ti,...,Tn telle que deux voiles successives soient adjacentes et 
construites dans cet ordre. Alors elles tournent toujours dans le même sens si et seulement si la 
suite des cordes satellites associées est une géodésique pour la structure affine canonique de la 
voile complète. 

Exemple 5.5. — Cette proposition est illustrée dans la Figure [12] pour la voile complète de 
la Figure [TTJ La proposition précédente permet de repérer sur la voile complète représentée 
combinatoirement (à gauche) les cordes satellites alignées dans le plongement canonique dans le 
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lotus (à droite). Il est important de savoir faire cette reconnaissance sur une voilure déformée, 
car lorsque le nombre de voiles croit, très rapidement le plongement affine canonique devient 
impossible à dessiner à cause de l'allongement des triangles. 




Figure 12. Cordes satellites d'une voile complète 

Remarque 5.6. — Considérons à l'intérieur de chaque pétale du lotus £(61,62) les deux seg- 
ments joignant le milieu de sa base aux milieux des côtés. Leur union est un arbre binaire 
plongé dans a{ei,e2)- Décorons chaque sommet étoilé ^{aici + 0262) par la fraction On 
obtient ainsi un arbre isomorphe à l'arbre de Stern-Brocot décrit dans [131 page 116]. Ce dernier 
arbre représente géométriquement la construction des suites de Farey par itération de l'opération 
~^ ^Vn' ' partant de la suite (f, g), et en considérant à chaque étape les couples suc- 
cessifs de la suite construite à l'étape précédente. Il est construit en reliant chaque nouvelle 
fraction à celle ayant été créée en dernier parmi les deux lui ayant donné naissance. 

6. Le diagramme d'Emiques et le graphe dual d'une constellation comme 

sous-arbres du cerf-volant 

Dans cette section j'explique comment associer à chaque constellation finie une voilure, donc 
aussi un cerf- volant. Puis je montre comment lire le graphe dual de la constellation à partir de 
la voilure et le diagramme d'Enriques à partir du cerf- volant (voir Théorème 16.2p . En fait le 
graphe dual est canoniquement isomorphe à une partie du bord de la voilure et le diagramme 
d'Enriques est isomorphe au cordage du cerf-volant. 

Notons par C C Cq une constellation finie et par C D C une constellation qui contient un 
astre de plus A £ Cq- Expliquons comment construire la voilure V(C') de C à partir de celle 
V(C) de C. Le procédé de construction est exactement le même que celui décrit dans la Section 
m pour les voilures abstraites. Nous utiliserons la même numérotation : 
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: l'axe 

X 

Figure 13. La voilure de la constellation de la Figure [T] 

1. Si C = O, alors V({0}) est réduit à l'axe. On note par I{0) le sommet initial de l'axe et 
par T{0) le sommet terminal. 

2. Si C 7^ 0, alors nous avons deux cas : 

(a) Si A est un astre libre et que B = p£){A), on colle une demi-voile v{A) à V(C) 
en identifiant son sommet de base à T{B). On note par I{A) le sommet étoilé de la 
demi- voile et par T{A) son sommet terminal, vus comme points de la voilure obtenue 
après recollement. 

(b) Si A est un astre satellite et que B = pd{A),C = pi{A), on colle une voile simple 
v{A) à V{C) en recollant sa base au côté latéral BC de V(C) par l'unique isomorphisme 
affine qui envoie le deuxième sommet de base de la voile simple sur B. On note par 
I{A) le point étoilé de la nouvelle voile simple et par T{A) son sommet terminal, vus 
comme points de la voilure obtenue après recollement. 

Comme à chaque voilure est associé canoniquement un cerf- volant, on obtient aussi le cerf- 
volant /CV(C) de la constellation C. 

Exemple 6.1. — Dans la Figure [TS] est représentée la voilure de la constellation dont la suite 
associée d'éclatements a été schématisée dans la Figure [H Dans la Figure [H] est représenté le 
cerf-volant associé. 

Le théorème suivant explique comment retrouver le diagramme d'Enriques et le graphe dual 
d'une constellation à partir du cerf-volant associé. Sa preuve est récursive, en regardant ce qui 
se passe à chaque étape d'éclatement. 

Théorème 6.2. — Soit C une constellation finie centrée en O. 
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O 



Figure 14. Le cerf- volant de la constellation de la Figure [T] 

1. Le diagramme d'Enriques £{C) est isomorphe au cordage du cerf-volant ICV{C) de la constel- 
lation par un isomorphisme qui envoie chaque astre A de C dans I{A). Les côtés courbes 
de £{C) correspondent aux cordes libres de /CV(C). Les segments droits maximaux de £{C) 
correspondent aux segments droits maximaux dans la réalisation affine canonique des voiles 
complètes de la voilure V(C). 

2. Le graphe dual T>{C) est isomorphe au graphe obtenu comme union des côtés latéraux de 
la voilure V{C) par un isomorphisme qui envoie chaque astre A de C dans T{A). L'auto- 
intersection d'une composante du diviseur exceptionnel correspondant à un sommet plein 
v de /CV(C) est égale à l'opposé du nombre de voiles élémentaires arrivant en v, l'axe y 
compris. 

Remarquons aussi que deux sommets pleins de /CV(C) sont reliés par une arête si et seulement 
si, lors du processus d'éclatement des astres de C, on trouve un modèle sur lequel les centres des 
deux valuations divisorielles associées se rencontrent. 

Exemple 6.3. — Pour l'exemple récurrent de cet article, le diagramme d'Enriques est visible 
sur la Figure [H] : c'est le cordage du cerf-volant. Les arcs courbes et droits sont visibles di- 
rectement. Pour déterminer les segments qui vont tout droit, on utilise la Proposition 15.41 On 
voit alors que la ligne polygonale ^1^3^10 est droite, mais que ^2^6^11 ne l'est pas, ce qui 
est conforme à la Figure [2j Quant au graphe dual, nous l'avons représenté en traits gras sur la 
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Figure [TSl À côté de chaque sommet est écrit le nombre de voiles élémentaires y aboutissant, 
l'axe y compris. On vérifie ainsi que l'on obtient bien le graphe de la Figure [3l 




Figure 15. Plongement du graphe dual dans la voilure de la constellation de la Figure [T] 

Avoir plongé à la fois le diagramme d'Enriques et le graphe dual dans le même espace de 
manière à lire localement dans cet espace leurs structures supplémentaires (arêtes allant tout 
droit, auto-intersections) permet d'enrichir la compréhension de tout algorithme de passage de 
l'un à l'autre. En effet, étant donnée une partie de l'un des graphes, on peut déterminer ainsi 
de quelle partie de l'autre graphe dépend sa structure. 

7. Interprétation valuative 

Les voilures correspondant à toutes les constellations finies centrées en O peuvent être cano- 
niquement recollées. L'on obtient alors la voilure V(Co) du firmament Cq tout entier. On peut 
lui donner une interprétation valuative, analogue à celle de l'arbre valuatif de Favre et Jonsson 
De plus, il y a une manière naturelle de projectifier V(Co) pour obtenir cet arbre valuatif. 
C'est ce que nous allons voir dans cette section. 

Dans ce qui suit, pour abréger nous noterons O := Os,Oi F '■= Fs,o- Soit M. l'idéal maximal 
de C 

Définition 7.1. — Étendons la relation d'ordre usuelle de ffi à M U {oo} en posant oo > A, 
pour tout A G M. Une valuation de F dominant O est une fonction v : F ^ U {co} telle 
que : 

1. ^{xy) = v{x) + ^{y) pour tous x,y & F ; 
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2. iy{x + y) > min(z^(x), i^{y)) pour tous x,y G F ; 
si A G C* , 
oo si A = ' 



3. z^(A) := 



4. i^{M) CR^U {oo}. 



Notons par Vs,o l'ensemble des valuations de F dominant O et par As,o le sous-ensemble de 
^s,o des valuations normalisées par la condition : 

(7.2) mmu{M) = l. 

Comme l'expliquent Favre et Jonsson de manière détaillée dans l'ensemble Vs,o admet une 
topologie naturelle d'espace fonctionnel localement compact, qui fait du sous-espace topologique 
As,o un arbre réel compact (d'où la notation A pour le désigner). 

Si ^ G Co, notons par la valuation divisorielle associée. Elle peut être définie des deux 
manières équivalentes suivantes, en partant d'un modèle Ç^,E) —* {S,0) contenant A : 

• si / S F, alors i^a(/) est la multiplicité de la fonction / o vr au point A ; 

• si / E F, alors i^A{f) est l'ordre d'annulation de / o vr o vr^ le long de Fa, où ^ S est 
l'éclatement de A dans S et que Ea est le diviseur exceptionnel ainsi créé. 

Reprenons les notations de la section précédente : C désigne donc une constellation finie et A 
est un astre que l'on rajoute à C. Nous expliquons à présent comment plonger canoniquement 
la voile élémentaire v{A) associée à A dans l'espace valuatif Vs,o- Nous allons changer l'ordre 
considéré auparavant, en traitant d'abord le cas où A est satellite, ensuite celui où A est libre 
et enfin celui où ^ = O. 




Figure 16. Le cas d'un astre satellite 



• Supposons que A est satellite (voir la Figure [Tïï]) . Avec les notations de l'équation ()2.6p . no- 
tons par Fb et Fq les transformées strictes sur la surface Sq des diviseurs exceptionnels obtenus 
en éclatant les points B = p£)(A), C = pi{A). Ces deux courbes s'intersectent transversalement 
au point A. Notons par Na le réseau abstrait engendré par les valuations divisorielles vb et vc- 
Notons par {eB,ec) la base de A''^ correspondant au couple {vb-,i^c)- 
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Définition 7.3. — Une valuation v £ Vs,o est dite monomiale par rapport à i'b et vc s'il 
existe (6, c) G \ tels que pour tout f e F* : 

iy{f) = mm{b ■ niB + c- me \CmB,mc ^ 0, f ° '^C = CmB,mcX^'^ x^'^} 

oii {xb-,xc) est un système de coordonnées locales au voisinage de ^ G 5c tel que Eb,Ec soient 
définis par les équations xb = 0, respectivement xc = 0. Nous noterons par b i^b ® c vc la 
valuation monomiale précédente. 

Cette définition est indépendante du choix du système de coordonnées locales. Le nom est 
motivé par le fait que la valuation d'une fonction se détermine uniquement à partir des valuations 
vb{x^^ x^'^) et vcix^^ x^^) des monômes intervenant dans l'écriture de foire dans le système 
de coordonnées {xb,xc)- 

De cette manière, les notations étant celles du début de la Section [5], le cône a{eB,ec) de 
l'espace vectoriel {Na)m. se plonge dans Vs,Oi en associant à chaque vecteur b ■ cb + c ■ ec 
la valuation monomiale bvB ® c uc- Notons par (t{vb^^c) son image. On prend comme voile 
élémentaire v{A) le triangle affine du plan (A^a)r de sommets e^, ec, es + ec- Par le plongement 
précédent, il se réalise comme triangle dans Vs,o de sommets vb, vc-, i^b®^c- Le fait que les sous- 
triangles de l'espace topologique Vs,o correspondant à v{A),v{B),v{C) se retrouvent recollés 
comme décrit dans la construction de la voilure V(C) provient du lemme élémentaire suivant : 

Lemme 7.4- — On a l'égalité suivante de valuations : va = i^B ® ^c- 

• Supposons que A est libre. Notons par Eb la transformée stricte sur la surface Se du diviseur 
exceptionnel obtenu en éclatant B = C'est l'unique composante de Ec qui contient le 

point A. Dans ce cas on choisit une curvette passant par A, c'est-à-dire un germe de courbe 
lisse transverse à Eb- Cette curvette jouera le rôle de Ec- Notons par Vcurv € V(C) la valuation 
divisorielle associée. 

On fait la même construction que précédemment, le couple {i^Bj^curv) de valuations jouant 
le même rôle que {vb^vc). Cette fois-ci une partie des valuations monomiales b vb ® c Vcurv 
dépendent bien sûr du choix de la curvette, mais le point important est que la moitié du cône 
de ces valuations n'en dépend pas : 

Lemme 7.5. — L'intersection dans Vs,o des cônes <j{i' B-,Vcurv), lorsque la curvette varie, est 
égale au cône a{vB-,VA)- Plus précisément, parmi les valuations de la forme b vb ® c Vcurv, 
celles vérifiant b > c sont exactement les valuations indépendantes du choix de la curvette, et 
coïncident avec les valuations du cône a[vB,i'A)- 

Ce lemme découle directement du Lemme [7.4[ 

En faisant la construction analogue à celle du cas précédent, on voit grâce à ce lemme que 
la demi-voile associée à l'astre libre A est le triangle affine de Vs,o de sommets ^^^a^^a^vb- Le 
sommet étoilé correspond à ^^a, le sommet terminal à va et le sommet de base à vb- 
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• Supposons que A = O. Considérons un système quelconque de coordonnées centré en O. Il 
lui correspond un triangle affine, pétale initial du lotus associé. Lorsque l'on varie le système de 
coordonnées, l'intersection de tous ces pétales est égale au segment affine des valuations de la 
forme Xi^o, avec A € [^,1]- On envoie bijectivement l'axe sur ce segment par l'unique application 
affine qui associe au sommet initial O et ua au sommet terminal Eq- 

En conclusion des considérations précédentes : 

Proposition 7.6. — La voilure d'une constellation se plonge canoniquement dans Vs,o 
préservant les structures affines des voiles complètes. 

On peut montrer que le cerf-volant se plonge aussi canoniquement dans le même espace. L'idée 
est de considérer pour chaque astre libre A contenue sur une composante Ei une curvette passant 
par A et un système de coordonnées centré en l'astre Ai d'ont l'un des axes de coordonnées soit 
l'image de cette curvette. On relie les valuations représentatives de A et Ai par un segment dans 
le plan des valuations monomiales par rapport à ce système de coordonnées, et on montre que 
ce segment est indépendant des choix. 

Dans la suite de la section, pour chaque astre A, nous identifierons v{A) à un sous-triangle 
de Vs,o- Il est plongé dans l'espace des valuations monomiales par rapport à (j^b,i^c) (si A 
est satellite) ou (z^Aî^^b) (si A est libre). Traçons sur ce triangle le feuilletage Ta obtenu en 
l'intersectant avec les droites partant de l'origine dans le cône des valuations monomiales cor- 
respondant. L'espace des feuilles s'identifie canoniquement (par intersection) à l'union des côtés 
latéraux de v{A). Mais ces côtés latéraux sont des valuations normalisées par la condition (17.2p . 
En recollant les feuilletages des voiles élémentaires de la voilure V(C), on obtient un feuilletage 
T{C). Les applications de passage au quotient par les feuilles se recollent en une application : 

V(C) ^ V{C) 

dans laquelle la voilure V{C) est vue comme sous-espace de l'espace des valuations Vs,o et le 
graphe dual P(C) est vu comme sous-espace de l'arbre A{C) des valuations normalisées. 

Si on a une inclusion C C C de constellations finies, on a des rétractions naturelles V(C') 
V{C) et Vi^C) T^{C) telles que le diagramme suivant soit commutatif : 

V(C') V{C') 
V{C) V{C) 

On peut prendre alors les limites projectives des morphismes (j)c. Notons par : 

V(Co) := limV(C) 

la voilure du firmament. Comme la limite projective des graphes duaux Î'(C) s'identifie à l'arbre 
valuatif A{C) (voir [llj ). on obtient : 
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Proposition 7.7. — L'application de passage au quotient de la voilure V(Co) du firmament 
par le feuilletage limite projective des feuilletages J^{C) s'identifie naturellement à l'arbre valuatif 
As,o- 

8. Le lotus et les fractions continues 

Dans cette section j'indique comment interpréter géométriquement les développements en 
fractions continues des nombres positifs à l'aide du lotus. Cette interprétation est indispensable 
dès qu'on veut décrire le cerf-volant d'un germe de courbe plane en termes des exposants de 
Newton-Puiseux de ses branches (voir [12j ). 

Comme dans [23], j'utiliserai les notations suivantes pour les fractions continues euclidiennes 
(uniquement des signes -|-) et de Hirzebruch-Jung (uniquement des signes — ) : 

[xi,X2, ...]^ := xi ± — . 

Considérons à nouveau un réseau bidimensionnel N, muni d'une base (61,62)- Notons par 
D{ei,e2) la droite de qui joint les points 61,62. Les couples de points entiers successifs sur 
cette droite sont de la forme ((1 — a)6i + a62, — a6i + (a + 1)62), on a £ Z. Ils forment des bases 
de N. 

Considérons à présent la droite passant par et parallèle à la droite I?(6i, 62) : 

£'00(61,62) :=M(6i -62) C iViR. 

Notons par P{ei,e2) le demi-plan ouvert bordé par 1)00(61,62) et contenant D{ei,e2), puis par 
^0(61,62) le triangle de sommets 0,61,62- On a évidemment : 

Lemme 8.1. — L'union des cônes a{{l — a)ei + 062, — a6i + {a + 1)62) pour a G 7, est égale à 
P(6i,e2)U0- 

Litroduisons alors : 

Définition 8.2. — Le grand lotus £(61,62) associé à la base (61,62) est l'union des lotus 
associés à tous les cônes du lemme précédent, ainsi que des triangles Ao((l — a)6i -|- 062, — a6i -|- 
(a -|- 1)62) (voir la Figure [T7|) : 

£(61, 62) := 1^ [£((1 - a)6i -I- 062, -a6i + {a + 1)62) U Ao((l - a)6i -|- 062, -a6i + {a + 1)62)]- 

Les sommets du grand lotus forment l'ensemble Prim(P(6i, 62)) des vecteurs primitifs du 
demi-plan ouvert P(6i,62), auquel on rajoute 0- 

Considérons à présent EI(A'ir), le plan hyperbolique dont l'horizon est la droite projective 
réelle F{Nm.). 
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Figure 17. Le grand lotus £(ei, 62) 



Remarque 8.3. — Une construction canonique de EI(A^]r) := ]HI(A'']8) U P(A'']8) peut être faite 
de la manière suivante. A chaque structure presque complexe J sur (c'est-à-dire un endo- 
morphisme de A% vérifiant = —I) on associe la décomposition N(c = Nj NJ^ en somme 
directe des espaces propres du complexifié Je : Ne — > Ne de J. Les droites complexes A''} et 
A^J* sont conjuguées par rapport à la conjugaison canonique u + iv ^ u — iv de Ne = Ak + iAr. 
L'application J Nj identifie bijectivement l'ensemble des structures presque complexes sur 
A]R avec l'ensemble des droites complexes imaginaires de Nq- Ce dernier ensemble s'identi- 
fie à ¥{Nc) \ P(AiK), c'est-à-dire au complémentaire d'un cercle dans la sphère de Riemann 
¥{Nc)- Chacun des deux hémisphères ainsi délimités représente les structures presque complexes 
définissant l'une des deux orientations de Ajr. On considère alors sur chacun des hémisphères 
l'unique métrique hyperbolique définissant la même structure conforme. La conjugaison res- 
treinte à ¥{Nc) \ ¥(Njî) est une isométrie renversant l'orientation héritée de celle de P(A'c). On 
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peut donc définir EI(A'ffi) au choix, soit comme l'espace des J préservant une orientation fixée 
de N^, soit comme l'espace des couples non-ordonnés {J,—J}. 



[ei + 62' 




[ei - 62] 

Figure 18. La triangulation modulaire 7W (A^) 

Pour chaque v € N^\0, nous noterons par [v] G P(A'k) le point correspondant à la droite Mî;. 
Pour chaque base {u,v) de A^, soit L{[u], [v]) l'unique droite hyperbolique de H{N^) qui joint 
[u] et [v]. Lorsque {u,v) varie parmi toutes les bases de A^, on obtient des droites qui forment 
les arêtes d'une triangulation de H{N^) := H{N^) UP(A^ir), appelée la triangulation modulaire 
A4{N). Le grand lotus est un plongement combinatoire de la triangulation modulaire dans N-^, 
associée canoniquement à la base (61,62) : 

Proposition 8.4- — L'application : 

Prim(P(6i,e2)) UO ^ P(iV) 
V ^ —>■ [v] 

^ [ei - 62] 

est une bijection qui envoie le grand lotus £(61,62) en la triangulation modulaire Ai{N). 
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Dans la Figure [TH] est représentée la triangulation modulaire. Dans les Figures [T7] et [18] sont 
représentées avec les mêmes couleurs certains sous-complexes de £(61,62) et leurs images par <î>. 
En particulier, on voit que le lotus >C(ei, 62) correspond à la partie de la triangulation modulaire 
située dans le demi-plan hyperbolique bordé par la droite i([ei], [62]) et contenant [ei + 62] dans 
son adhérence. 

Remarque 8.5. — Dans certains travaux (voir entre autres [24] ,[25], [14], [17]), les fractions 
continues sont interprétées géométriquement à l'aide de la triangulation modulaire A4{N). Par la 
proposition précédente, ces interprétations peuvent se faire de manière équivalente sur le grand 
lotus. Dans la suite de cette section, j'explique une interprétation différente, faite uniquement à 
l'aide du lotus, et ayant l'avantage de se généraliser en dimensions plus grandes (voir la Section 
[9|). C'est une réinterprétation de celle de Klein (voir ^18] et [23]), mais la généralisation qu'elle 
suggère en dimension plus grande est différente de celle proposée par Klein et reprise entre autres 
par Arnold [T] . 

Considérons une demi-droite l C d'origine et contenue dans l'intérieur du cône cr(ei, 62). 
Notons par G{1) l'union des pétales du lotus dont l'intérieur intersecte l. Nous dirons que G{1) 
est la gaine de /. On peut l'imaginer construite successivement en rajoutant des pétales ri, T2, ... 
à To := T(6i,e2), au fur et à mesure que l'on s'éloigne de le long de / : chaque fois que l'on 
entre dans un nouveau pétale, on le rajoute à la suite déjà construite. Considérons deux cas, 
suivant que l est rationnelle ou non. 

• Si / est rationnelle, c'est-à-dire que l contient des éléments non-nuls du réseau A^, notons par 
S{1) l'unique élément primitif de N contenu dans l. Le segment [0, S'(Z)] ne contient pas d'autre 
points de A à part ses extrémités, ce qui permet de montrer que : 

[0,5(0] = Gii)ni. 

Dans ce cas, G{1) contient un nombre fini de pétales tq, ...,Tn et 5(Z) est un sommet de r„. Pour 
i = 1,2, notons par Pi{l) la ligne polygonale joignant Si à 5(0 et contenue dans le bord de G{1). 

• Si / est irrationnelle, la suite tq,ti,... est infinie. Pour i = 1,2, notons par Pi{l) la ligne 
polygonale contenue dans le bord de G{1), partant de 6^ et allant vers l'infini en s'éloignant 
toujours strictement de (ou, de manière équivalente, la composante connexe de dG{l)\]ei, e2[ 
contenant 6^). 

Notons par di la demi-droite fermée contenue dans la droite engendrée par le vecteur e^, 
d'origine le point 6^ et ne contenant pas 0. Posons aussi : 

n (!) — / ^ -^»(^) ^ \ t*^' 'S'(0])> si / est rationnelle 
* \ diU Pi{l), si l est irrationnelle 

Associons aussi à chaque pétale l'un des symboles '(^' ou '7', suivant que Tj+i est attaché 
du côté droit ou gauche de Tj et convenons que le symbole du dernier pétale (si l est rationnel) 
est le même que celui de l'avant-dernier. 

Exemple 8. 6. — Dans la Figure [19] est représentée la gaine de la demi-droite l passant par 
5(0 = 761 + 562. Elle est formée de 5 pétales. -Pi(0 joint dans l'ordre les points 61, 36i + 2e2, 5(0 
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Figure 19. La gaine de la demi-droite rationnelle R+(7ei + 5e2) 



et ^2(0 joint dans l'ordre les points 62, ei + 62, S{1). Les symboles des pétales sont, dans l'ordre, 

La proposition suivante relie la construction de la gaine à la construction géométrique de Klein 
lui permettant de donner une interprétation des fractions continues (voir |23j ). On en déduit 
l'interprétation géométrique annoncée des fractions continues à l'aide du lotus. Rappelons que 
l'inclinaison de / dans la base (ei, 62) est le quotient xi/x2, si a;iei-|-X2e2 est un vecteur directeur 
de /. 

Proposition 8.7. — 1. Pour chaque i G {1,2}, la ligne polygonale Qi{l) est le bord de l'en- 
veloppe convexe de l'ensemble des points du réseau N contenus dans le cône strictement 
convexe de côtés M+Cj et l. 
2. Regroupons les pétales tq, ti, ... de la gaine G{1) en paquets maximaux de triangles successifs 
ayant le même symbole. On considère que le premier paquet est toujours formé de pétales 
tournant à droite. Désignons par ai, 02, ... les cardinaux des paquets successifs. Alors, si X 
désigne l'inclinaison de l dans la base {61,62), on a : 

A = [ai, 02, ...]+. 

Remarque 8.8. — Dans ^23j j'ai expliqué que l'on pouvait comprendre la dualité des enve- 
loppes convexes des points entiers situés dans deux cônes supplémentaires à l'aide d'un dia- 
gramme en zig-zag. Dans le cas oii ces cônes sont celui de côtés M+(ei — 62), l et celui de côtés 
/,M+(e2 — 61), la ligne en zig-zag associée obtenue en partant du point ei — 62 est l'union du 
segment [ei — 62,62] et des segments qui séparent à l'intérieur de la gaine G{1) les unions de 
pétales tournant dans le même sens. On pourra comparer ceci aux considérations de [14j . 
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Au début de la section, le grand lotus a été associé à une base de N. Mais la seule chose 
qui compte dans sa construction c'est la donnée du demi-plan P{ei,e2) bordé par la droite 
-^00(61, 62) qui le contient. En fait, on peut partir de n'importe quel demi-plan fermé P dont 
le bord est une droite rationnelle. A l'intérieur de ce demi-plan on considère la droite 
parallèle à la plus proche de qui contient des points de A^. On considère alors sur 
tous les couples de points successifs de A : ce sont des bases de A', qui permettent de construire 
le grand lotus C{P) associé à P, comme union des lotus qui leur correspondent. 

Pour finir cette section, nous allons voir une relation entre le grand lotus et les fractions 
continues de Hirzebruch-Jung. 

Définition 8.9. — Considérons une suite (t^Oi'^i, •••jî^n+i) de vecteurs de A, avec n > 1 . Cette 
suite est dite admissible si les conditions suivantes sont vérifiées : 

1. deux vecteurs successifs quelconques forment toujours une base de A ; 

2. toutes ces bases définissent la même orientation de Air ; 

3. tous ces vecteurs sont contenus dans un même demi-plan fermé bordé par la droite Muq- 

Les propriétés géométriques précédentes peuvent se traduire numériquement. Plus précisément, 
on a la proposition élémentaire suivante : 

Proposition 8.10. — Pour chaque i G {1,2,3}, l'union des propriétés l,...,i est équivalente à 
l'union des propriétés 1', ...,i' , où : 

1'. {vq,vi) est une hase de N et pour chaque k G {l,...,n}, il existe G {+1,-1} tel que 
Vk-i + ÉfcWfc+i = ttkVk, avec a^ e Z ; 

2'. de plus, et = +1 pour tous les k E {1, ...,n} ; 

3'. afc > pour tout k £ {1, n}, dès que n > 2 ; ai > pour n = 1 ; [ai, a^]^ > pour 
tout k e {1, n — 1} et [ai, a^]" > 0. 

De plus, deux suites admissibles de vecteurs sont isomorphes par une transformation linéaire 
des réseaux ambiants si et seulement si les suites d'entiers associées coïncident. 

Ceci permet de parler de suites admissibles d'entiers (ai,...,a„) € N". La proposition 
précédente montre qu'une suite admissible d'entiers est un invariant complet des suites 
admissibles de vecteurs d'un réseau bidimensionnel, à isomorphismes de réseaux près. 

Nous dirons que la suite admissible {vq, ...,Vn+i) représente si f 1 -|- Vn+i = 0. Ceci est 
équivalent au fait que la suite représentative (ai, a„) vérifie les conditions 1', 2', 3' précédentes 
et que de plus : 

[ai, ...,a„]~ = 0. 

La proposition suivante fait le lien entre les suites admissibles représentant et les triangu- 
lations des polygones par des diagonales. Elle peut se prouver par récurrence sur le nombre de 
vecteurs, à l'aide du fait que les suites admissibles représentant s'obtiennent à partir de la 
suite (1, 1) par un processus d'éclatements (voir [22, Appendice]). 

Proposition 8.11. — Soit {vq, ...,Vn+i) une suite admissible représentant {) et soit (ai,...,a„) 
la suite d'entiers associée. Notons par P l'unique demi-plan fermé contenant tous les vecteurs 
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de la suite. Soit Pol(fo, Un+i) l'union du triangle OviVn et des pétales du grand lotus C{P) 
dont les intérieurs intersectent l'un des segments ]0, f^], pour k G {l,...,n}. C'est un polygone 
de sommets 0,vi,...,Vn (dans cet ordre), triangulé par des pétales du grand lotus, et le nombre 
de pétales arrivant au sommet v/. est égal à a^, pour tout k S {1, ...,n}. 

Exemple 8.12. — Dans la Figure [201 est dessiné le polygone triangulé correspondant à la suite 
admissible représentant suivante : (2, 1, 3, 4, 1, 3, 1, 3). 




'^o 



Figure 20. Polygone triangulé associé à une suite admissible représentant 

Remarque 8.13. — La notion de suite admissible d'entiers a été introduite par Orlik et Wa- 
greich . Celles qui de plus représentent sont réapparues naturellement dans les travaux [8] 
et |26j de Christophersen et Stevens sur la théorie des déformations des singularités quotient 
cycliques de surfaces. Ils montrent que ces suites correspondent bijectivement aux triangulations 
par des diagonales des polygones orientés ayant un point marqué et ils utilisent la combinatoire 
de la triangulation associée dans leurs calculs. Par ailleurs, après avoir écrit [23], j'ai été amené 
à me représenter ces suites par des suites de vecteurs, comme expliqué dans la Proposition 
18.101 C'est à cette occasion que je me suis posé la question de savoir s'il n'y avait pas moyen 
de construire canoniquement un polygone ayant la bonne triangulation à partir de la suite de 
vecteurs. 

9. Les lotus de dimension quelconque 

Dans cette section j'étends la notion de lotus en dimension quelconque, j'explique à quelle 
généralisation des fractions continues cette construction donne lieu, et comment en déduire une 
mesure géométrique du contact des courbes monomiales. 

Partons d'une base (non-ordonnée mais marquée par un ensemble /) B := {ei)i^j d'un réseau 
N de rang n > 2, où / est un ensemble de cardinal n. Définissons les polyèdres convexes fermés 
suivants : 

• a{B) : le cône strictement convexe de A'r engendré par cette base ; 
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• Aq{B) : l'enveloppe convexe de l'ensemble formé par et B; c'est un simplexe n- 
dimensionnel ; 

• A(jÎ3) : l'enveloppe convexe de B ; c'est un simplexe (n — l)-dimensionnel, unique facette de 
Aq{B) ne contenant pas ; 

• Il{B) : le parallélépipède engendré par B ; ses sommets sont toutes les sommes de vecteurs 
disjoints parmi les vecteurs de B ; 

• t{B) := n(;B) \ Aç,(B) ; c'est le pétale n-dimensionnel associé à la base B ; 

• ■■■,in) ■ pour chaque arrangement {ii, ...,in) des éléments de l'ensemble /, le simplexe 
(n — l)-dimensionnel dont les sommets sont les éléments de la base : 

(9.1) B{ii, ...,in) := (ej,, e,, + e^j, ... , H h ei„). 

Les simplexes (/>(ii, in) sont contenus dans le bord de t{B). Leur union avec A.{B) constitue 
exactement la partie de dT{B) visible sans écrasement à partir de l'origine. C'est-à-dire que, si 
on considère : 

i^:a{B)\O^A{B), 

la projection centrale sur le simplexe A{B) dont les sommets sont les points de B, alors toutes 
les autres faces maximales du bord du polytope t{B) sont écrasées par ip en des polytopes 
de dimension strictement inférieure. Les images par ip des simplexes <j){ii, ...,in) constituent 
exactement la subdivision barycentrique de A{B). 




Figure 2 1 . Les deux premières étapes de construction du lotus tridimensionnel 

En partant de t{B) et des nouvelles bases B{ii, ...,in), on peut construire itérativement un 
complexe polyédral infini contenu dans le cône cr(B). Plus précisément, lors de la première étape 
de la construction on construit t{B). La deuxième étape de la construction consiste à rajouter 
tous les pétales r(S(ii, à t{B), variant parmi les arrangements des éléments 

de I. Ces pétales 'croissent' à partir des simplexes (/>(ii, in), c'est pourquoi nous appelons 
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ces derniers les simplexes de croissance de la deuxième étape de la construction. Remarquons 
que pour n > 3, ces simplexes de croissance ne sont pas des facettes du pétale t{13), mais des 
demi- facettes. Ensuite on itère... 

Définition 9.2. — Le complexe polyhédral précédent est appelé le lotus de dimension n as- 
socié à la base B du réseau A^. On le notera C{B). 

Exemple 9.3. — Dans la Figure EU sont dessinés le pétale initial et les 6 pétales de la deuxième 
étape de construction. Sont coloriés les simplexes de croissance. Dans la Figure [22] sont dessinés 
les pétales des quatre premières étapes de la construction du lotus, tels que vus à partir de 
l'origine. C'est-à-dire que sont dessinées les images par V des simplexes de croissance de ces 
pétales. Est coloriée la projection de l'union des faces des pétales de la deuxième étape de 
construction dont les arêtes sont indiquées en traits gras dans la Figure EU 

Le lotus n-dimensionnel permet de généraliser en dimension quelconque l'interprétation 
géométrique donnée dans la Proposition 18. 7[ 2) des fractions continues usuelles. En effet, la 
notion de gaine s'étend en toutes dimensions : 
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Définition 9.4- — Un sous-pétale est une face latérale d'un pétale, c'est-à-dire une face 
restreinte à laquelle ■i/' n'est pas un homéomorphisme sur son image. Soit l C une demi- 
droite d'origine 0, contenue dans l'intérieur du cône a{B). Sa gaine G{1) est par définition 
l'union des pétales et sous-pétales du lotus C{B) dont les intérieurs intersectent l. 




Figure 23. Une gaine tridimensionnelle vue à partir de l'origine 

On peut à nouveau associer à G{1) la suite des sous-pétales que l'on rencontre en s'éloignant 
de le long de /. La suite des dimensions de ces sous-pétales est décroissante. Pour n = 2 elle 
est constante, mais dès n = 3 elle ne l'est plus nécessairement : il y a une sous-suite initiale 
de pétales de dimension n, suivie d'une sous-suite de sous-pétales de dimension n — 1, puis une 
autre de dimension n — 2, etc. 

Notons par tq, ti,T2, ... la suite des pétales de dimension n de la gaine G{1) et par Aq, Ai, A2, ... 
la suite des simplexes de croissance associés. Grâce à la formule (|9.1|) . on peut paramétrer 
cette suite par une suite d'' arrangements ao,ai,a2, ... des éléments de l'ensemble /, étendant 
le fait que l'on paramètre r(S(ii, par l'arrangement Géométriquement, cela 

correspond au fait qu'étant donné un simplexe de dimension n de la subdivision barycentrique 
de A{B), il admet un unique sommet en commun avec A(S), et plus généralement, pour chaque 
k € {0,...,n — 1}, une unique face de dimension k contenue dans une face de dimension k 
de A(;B). Ainsi, est l'arrangement correspondant au simplexe de croissance de t^+i. Cette 
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paramétrisation étend en dimension plus grande l'association d'une suite de symboles 5 et 7 
à une demi-droite / C (t(B) faite en dimension 2 (voir le paragraphe qui précède l'Exemple 
18.6p . En effet, dans ce cas, si I = {1,2}, le symbole ô correspond à l'arrangement (1,2) et 7 à 
l'arrangement (2,1). 

Exemple 9.5. — Dans la Figure [23] est représentée la vue à partir de (c'est-à-dire son image 
par la projection ip) de la gaine de la demi-droite rationnelle M+(3ei + 4e2 + 663). Cette gaine 
est composée de trois pétales, paramétrés par la suite (3, 2, 1), (1, 3, 2), (1, 3, 2) d'arrangements 
des éléments de l'ensemble {1,2,3}. 

Chaque fois que la dimension des sous-pétales constituant la gaine baisse, on obtient des suites 
d'arrangements d'éléments d'un ensemble de cardinal plus petit que celui qui précédait. De cette 
manière, la notion de fraction continue associée à une demi-droite rationnelle de 0"(ei,e2) se 
retrouve remplacée en dimension plus grande par une notion d'arrangements continus. 

Pour finir, je voudrais mentionner une application de la notion de gaine à la théorie des 
singularités. Une courbe monomiale de C" est une courbe définie par une paramétrisation de 
la forme t — > (t™'^, ...,i™'"). Appelons (mi,...,m„) G N" son exposant. On peut représenter 
géométriquement le contact de deux courbes monomiales à l'aide de la partie initiale commune 
des gaines de leurs exposants. Ce contact peut aussi être représenté symboliquement en associant 
à la suite des pétales de cette partie initiale commune la suite correspondante d'arrangements. 
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